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Zusammenfassung

Ziel dieser Arbeit ist es, Kompression von Flidchen in 3-Mannigfaltigkeiten zu
diskutieren und mithilfe dieser das sogenannte Lemma von Haken zu beweisen.
Dieses besagt, dass jede Heegaard-Zerlegung einer geschlossenen, orientierbaren
und reduziblen 3-Mannigfaltigkeit reduzibel ist, das heiflt, dass es eine einfach ge-
schlossene Kurve auf der Heegaard-Fléache gibt, die in den Henkelkérpern jeweils
eine Scheibe berandet. Als Anwendungen dieser Aussage zeigen wir die Additivi-
tdt des Heegaard-Geschlechts unter verbundener Summe und die Existenz einer

Primfaktorzerlegung.
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1. Vorbereitungen

1.1. Verbundene Summe von 3-Mannigfaltigkeiten

Zunéchst werden wir den Begriff der verbundenen Summe nach [!] wiederholen.

Definition 1. Seien M und N orientierte, zusammenhédngende 3-Mannigfaltigkeiten.
Die verbundene Summe M+#N von M und N ist die orientierte, zusammenhéngende
3-Mannigfaltigkeit, die entsteht durch Entfernen eines offenen 3-Balls aus M und N
und Verkleben der entstehenden S2-Rénder mittels eines orientierungsumkehrenden
Homoéomorphismus.
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Man kann zeigen, dass diese Definition nicht von der Wahl der 3-Bélle und nicht
von der Wahl des Homdomorphismus abhéngt. Wir iibergehen es an dieser Stelle, dies
zu zeigen und nehmen die Wohldefiniertheit der verbundenen Summe an.

Beispiel 2. Fiir jede orientierbare 3-Mannigfaltigkeit M erhalten wir M#S% = M
Wir bezeichnen eine verbundene Summe als nicht-trivial, falls kein Summand die
3-Sphére ist.

Im Folgenden werden wir sowohl von Summanden als auch Faktoren von verbunde-
nen Summen von 3-Mannigfaltigkeiten sprechen. Die Begriffe werden gleichbedeutend
verwendet.

1.2. Zerlegung von 3-Mannigfaltigkeiten

Als Néchstes betrachten wir Zerlegungen von 3-Mannigfaltigkeiten. Dabei setzen wir
stets voraus, dass die Mannigfaltigkeiten geschlossen, zusammenhéngend und orientier-
bar sind. Die Darstellungen dieses Abschnitts folgen im Wesentlichen [1].

Definition 3. Eine orientierbare und zusammenhéngende 3-Mannigfaltigkeit M heif3t
prim, falls sie nicht als nicht-triviale verbundene Summe zweier 3-Mannigfaltigkeiten
geschrieben werden kann.

Eine Zerlegung von M ist eine Faktorisierung M = M#...#M, mit M; zu-
sammenhingend und orientierbar. Gilt M; # S fiir alle i, so heit die Zerlegung
nicht-trivial, andernfalls heifit sie trivial. Sind die Faktoren M; einer nicht-trivialen
Zerlegung auflerdem prim, bezeichnen wir die Zerlegung auch als Primfaktorzerle-

gung.

Beispiel 4. Nach dem Satz von Alexander (Satz 3.11 in [1]) berandet jede eingebettete
2-Sphire in der 3-Sphére S3 einen 3-Ball. Demnach ist die einzige Zerlegung von S® als
verbundene Summe die triviale Zerlegung und folglich S prim.

Definition 5. Eine 3-Mannigfaltigkeit M heifit irreduzibel, falls jede eingebettete
2-Sphére einen 3-Ball berandet. Andernfalls heifit M reduzibel.

Im Allgemeinen sind die Begriffe irreduzibel und prim nicht dquivalent: M heif3t
bereits prim, wenn jede eingebettete, trennende, das heifit die Mannigfaltigkeit in zwei
Zusammenhangskomponenten trennende, 2-Sphére einen 3-Ball in M berandet. Ist M
irreduzibel, ist M also auch prim. Die Umkehrung gilt nicht, da eine eingebettete Sphé-
re im Allgemeinen die Mannigfaltigkeit nicht trennt. Es stellt sich im folgenden Satz
6 heraus, dass solche nicht-trennenden Sphéren nur in speziellen Mannigfaltigkeiten
auftreten.

Satz 6. Sei M eine geschlossene, orientierbare 3-Mannigfaltigkeit, die eine eingebettete
nicht-trennende 2-Sphdre enthdlt. Dann gibt es eine Zerlegung M = M'#S' x S2.

Beweis. Sei S eine solche eingebettete, nicht-trennende 2-Sphére und v eine eingebette-
te 1-Sphére, die S in genau einem Punkt transversal schneidet. Weiterhin sei NV eine in
M regulire Umgebung der Vereinigung SU~. Dann ist N homdomorph zu S* x §% — D3
und der Rand ON von N ist eine trennende 2-Sphére in M, die die gewlinschte Zerle-
gung M = M'#S' x S? liefert. O
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Folglich ist S' x S? die einzige geschlossene, orientierbare 3-Mannigfaltigkeit, die
prim, aber nicht irreduzibel ist.

Beispiel 7. Der Beweis des Satzes 6 ist am Beispiel von M = S' x $? anschaulich
nachzuvollziehen: Man kann zeigen, dass S' x S? eine Henkelzerlegung mit genau einem
Henkel von jedem Index hat mit dem planaren Heegaard-Diagramm in Abbildung 1.
Es sind dargestellt die Ankleberegion des 1-Henkels (schwarz) und die Anklebesphére
Ag des 2-Henkels (braun).

Abbildung 1: Konstruktion des Beweises von Satz 6 fiir M = S x §?

Betrachten wir die Vereinigung des Kerns des 2-Henkels mit einer eigentlich ein-
gebetteten 2-Scheibe (D,dD) C (hg, A2) im 0-Henkel, so erhalten wir eine M nicht
trennende Sphére S, die den Rand 0hgy des 0-Henkels genau in der Anklebesphére Ao
des 2-Henkels schneidet.

Eine einfach geschlossene Kurve «, die die Sphére S in genau einem Punkt schneidet,
ist durch die rote Kurve in Abbildung 1 gegeben. Man sieht nun, dass es eine regulére
Umgebung N = S' x $2— D3 der Vereinigung YUS gibt, deren Rand N eine trennende
Sphére ist, die die triviale Zerlegung S* x S? = M = S x S2#S3 liefert.

1.3. Kompression von Flidchen in 3-Mannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt diskutieren wir Kompression und Randkompression von Flichen
(kompakte, orientierbare 2-Mannigfaltigkeiten) in 3-Mannigfaltigkeiten. Dies wird ein
zentraler Begriff im Beweis des Lemmas von Haken sein. Der Begriff der Inkomprimier-
barkeit ist in der Literatur verschieden definiert. Die diesbeziiglichen Darstellungen in
dieser Arbeit orientieren sich gleichermaflen an [1] und [4].

Definition 8. Eine zusammenhéngende, in eine 3-Mannigfaltigkeit M eigentlich ein-
gebettete Flidche ¥ heiffit komprimierbar, falls fiir jede Komponente von ¥ eine der
beiden folgenden Bedingungen erfiillt ist.

(1) ¥ ist eine Sphére, die in M einen Ball berandet.

(2) X ist keine Sphére und es gibt eine nicht-triviale, das heifit in ¥ keine Scheibe
berandende, einfach geschlossene Kurve + auf der Fliche ¥, die in M — X eine
eingebettete Scheibe D berandet.

Andernfalls heifit ¥ inkomprimierbar.
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Zu dieser Definition ist zundchst anzumerken, dass eine eingebettete Sphére, die die
Mannigfaltigkeit nicht trennt, stets inkomprimierbar ist. Umgekehrt ist eine Mannig-
faltigkeit, in der jede eingebettete Sphére komprimierbar ist, irreduzibel.

Gibt es eine eingebettete Sphére, die inkomprimierbar ist, also keinen Ball in M
berandet, aber die Fliache trennt, liefert Aufschneiden der Mannigfaltigkeit entlang
dieser Sphére eine nicht-triviale Zerlegung von M als verbundene Summe. Eine solche
Sphére heiffit daher auch reduzierende Sphire.

Als Kompression einer Fliche bezeichnen wir im Fall, dass Bedingung (2) von
Definition 8 gilt, das Aufschneiden von ¥ entlang einer solchen einfach geschlossenen
Kurve und anschlieende Einkleben zweier paralleler, disjunkter Kopien der eingebet-
teten Scheibe D an den beiden entstehenden Randkomponenten. Falls Bedingung (1)
erfillt ist, bezeichnet die Kompression der Flache das ’Loéschen’ der Sphére. Das fol-
gende Beispiel macht dies anschaulich.

Beispiel 9. Wir betrachten einen 2-Torus ¥ in R® (Abbildung 2 links). Die in der
Abbildung rot gezeichnete Kurve v beschreibt eine nicht-triviale, einfach geschlosse-
ne Kurve auf dem Torus, die eine in R? eingebette Scheibe D berandet. Es ist also
Bedingung (2) in Definition 8 erfiillt.

Abbildung 2: Kompression eines 2-Torus in R?

Aufschneiden entlang dieser Kurve liefert einen Zylinder (Abbildung 2 Mitte), des-
sen Randkomponenten durch das Aufschneiden entstanden sind. Kleben wir nun zwei
disjunkte Kopien von D (griin) jeweils an die Randkomponenten (Abbildung 2 rechts),
erhalten wir eine 2-Sphéire. Die entstandene Fliche ¥/ erfiillt nun Bedingung (1) in
Definition 8 und kann somit zur leeren Menge komprimiert werden.

Es ist moglich, dass eine durch Kompression entstandene Fliche nicht mehr zu-
sammenhangend ist. Da wir diesen Prozess iterieren wollen, bis die entstehende Fléche
inkomprimierbar ist, wollen wir auch von Komprimierbarkeit nicht zusammenhéngen-
der Flachen sprechen kénnen. Dazu erweitern wir Definition 8 und fordern, dass eine
der beiden Bedingungen (1) oder (2) fir eine Komponente der Fliache ¥ gelten muss.

Da wir auch Fldchen mit Rand zulassen, benétigen wir auflerdem einen weiteren
Begriff.
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Definition 10. Eine zusammenhéngende, in eine 3-Mannigfaltigkeit M eigentlich ein-

gebettete Flache (3,0%) C (M, 0M) heifit randkomprimierbar, falls eine der folgen-

den Bedingungen gilt.

(1) X ist eine Scheibe, die gemeinsam mit einer Scheibe in dM einen Ball berandet.

(2) X ist keine Scheibe und es gibt einen eigentlichen Bogen « auf ¥, der nicht-trivial
ist, das heifft nicht mit einem Bogen in 0% gemeinsam eine Scheibe in ¥ berandet,
und gemeinsam mit einem Bogen § in M — 0¥ eine Scheibe D in M — ¥ berandet.

Andernfalls heifit ¥ randinkomprimierbar.

Analog zur Kompression von Flichen beschreiben wir den Prozess der Randkom-
pression: Falls Bedingung (2) in Definition 10 erfiillt ist, schneiden wir die Flache X
entlang des Bogens « auf und kleben zwei disjunkte, parallele Kopien der Scheibe D
an die enstehenden Randkomponenten, so dass wir wieder eine eigentlich eingebette
Flache 3 erhalten. Falls Bedingung (1) gilt, "l6schen’ wir wieder die Fliche.

Analog zur Komprimierbarkeit erweitern wir den Begriff der Randkomprimierbar-
keit auf nicht-zusammenhéngende Fléchen.

Beispiel 11. Wir wollen auch den Prozess der Randkompression an einem Bild ver-
anschaulichen. Dazu betrachten wir eine in zum Beispiel einen Halbraum M = R‘i
eigentlich eingebettete, kompakte und orientierbare Fliche ¥ vom Geschlecht 2 mit
einer Scheibe entfernt (Abbildung 3 links).

. o

< é - O > >
Abbildung 3: Randkompression einer Flédche mit Rand

Die rote Kurve « in Abbildung 3 links auf X ist ein eigentlicher, nicht-trivialer
Bogen auf der Fliache und berandet gemeinsam mit dem griinen Bogen § C OM — 90X
eine 2-Scheibe D in M — X. Es ist also Bedingung (2) in Definition 10 erfiillt und
wir kéonnen die Fldche randkomprimieren. Dazu schneiden wir ¥ langs des Bogens
a auf und kleben zwei disjunkte, parallele Kopien von D (in Abbildung 3 blau) an
die entstehenden Randkomponenten (Abbildung 3 Mitte). Wir erhalten wieder eine
eigentlich eingebettete Fliche ¥’ mit Rand (Abbildung 3 rechts).

Bemerkung 12. Falls die Fldche ¥ inkomprimierbar ist geméfl Definition 8, ist auch
eine durch Randkompression aus ¥ entstehende Flache ¥/ inkomprimierbar: Sei D’ eine
komprimierende Scheibe von 3’ (Rand einer solchen Scheibe ist in Abbildung 3 zum
Beispiel die orange Kurve), dann ist D’ eigentlich isotop zu einer Scheibe D mit Rand
im Durchschnitt ¥ N Y/,

Das heifit also, dass wir eine in einer 3-Mannigfaltigkeit eigentlich eingebettete Fla-
che ¥ zunéachst komprimieren und dann randkomprimieren kénnen, bis die entstehende
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Flache Y inkomprimierbar und randinkomprimierbar ist. Wie bereits oben beschrieben,
ist allerdings im Allgemeinen die Anzahl der Komponenten von ¥ und ¥/ verschieden.

1.4. Heegaard-Zerlegungen

Wir wollen nun diese Uberlegungen verwenden, um den Zusammenhang von Heegaard-
Zerlegungen und reduzierenden Sphéren zu diskutieren. Dabei folgen wir [1].

Definition 13. Eine Heegaard-Zerlegung vom Geschlecht g einer geschlossenen,
orientierbaren 3-Mannigfaltigkeit M ist eine Zerlegung M = H; Uy Ha, wobei H; Hen-
kelkorper vom Geschlecht ¢ sind und ¢: 0Hs — OH;j ein orientierungsumkehrender
Homoéomorphismus ist.

Die Frage nach der Existenz einer Heegaard-Zerlegung liefert der folgende Satz. Ein
Beweis findet sich in [5].

Satz 14. Sei M eine geschlossene, orientierbare 3-Mannigfaltigkeit. Dann besitzt M
etne Heegaard-Zerlegung.

Weiterhin ist zunéchst offen, ob sich der Begriff der Heegaard-Zerlegung auch fiir
allgemeinere 3-Mannigfaltigkeiten definieren ldsst. Man kann die Forderungen nach
Geschlossenheit und Orientierbarkeit in der Definition des Begriffs zwar ohne Probleme
weglassen, stellt aber fest, dass umgekehrt jede 3-Mannigfaltigkeit, die eine Heegaard-
Zerlegung besitzt, schon geschlossen und orientierbar ist. Dies, wie auch die Aussage
des folgenden Beispiels, ist gezeigt in [2].

Beispiel 15. Die 3-Sphare ist die einzige geschlossene, orientierbare 3-Mannigfaltigkeit
mit einer Heegaard-Zerlegung vom Geschlecht 0. Weiterhin gibt es fiir jedes g > 0 eine,
nach dem Satz von Waldhausen (3.26 in [1]) eindeutige, Heegaard-Zerlegung von S3
vom Geschlecht g: Bettet man einen Henkelkorper H vom Geschlecht g in S3 ein, sieht
man, dass das Komplement S? — H auch ein Henkelkérper vom Geschlecht g ist und
kann die beiden Henkelkorper in offensichtlicher Weise zu S® verkleben.

Wir wollen nun einen Zusammenhang zwischen inkomprimierbaren Flachen und
Heegaard-Zerlegungen herstellen.

Definition 16. Sei M eine 3-Mannigfaltigkeit mit Heegaard-Zerlegung M = Hq Uy Ha
vom Geschlecht g. Eine Heegaard-reduzierende Sphire S in M ist eine trennende 2-
Sphére, die die Henkelkorper H; jeweils in einer eigentlich eigebetteten, nicht-trivialen
Scheibe schneidet, so dass der Durchschnitt dieser Scheibe und der Heegaard-Fliche
eine nicht-triviale, einfach geschlossene Kurve ist.

Eine Heegaard-reduzierende Sphére S ist insbesondere eine trennende Sphére, liefert
also eine Zerlegung von M als verbundene Summe M = Mi#M>. Da S N H; jeweils
eine in H; eigentlich eingebettete Scheibe ist, induziert die Zerlegung M = M# M> der
Mannigfaltigkeit auerdem Heegaard-Zerlegungen M; = H? U H} der beiden Faktoren
vom Geschlecht g; mit g1 + g2 = g¢.

Existiert, gegeben eine Heegaard-Zerlegung von M, eine Heegaard-reduzierende
Sphére, heifit die Heegaard-Zerlegung reduzibel.



Lennart Struth 7

Beispiel 17. Wir betrachten eine Heegaard-Zerlegung der irreduziblen 3-Sphire S°
vom Geschlecht 2 mit Heegaard-Fliache 3 wie in Beispiel 15. Dann ist eine Heegaard-
reduzierende Sphire S der trivialen Zerlegung S% = M = M{#M, = S3#S53 mit
Geschlecht 2 = g = g1 + g2 = 1 + 1 gegeben durch die in Abbildung 4 griin an-
gedeutete Sphére, die die Henkelkérper in den vom Durchschnitt S N Y berandeten,
nicht-trivialen und in die Henkelkorper der Heegaard-Zerlegung von M eigentlich ein-
gebetteten Scheiben schneidet. Dabei ist der Durchschnitt, in Abbildung 4 rot, von S
mit der Heegaard-Fléche eine nicht-triviale, einfach geschlossene Kurve auf .

Abbildung 4: Eine Heegaard-reduzierende Sphére in einer Heegaard-Zerlegung von S3

Beispiel 18. Als weiteres Beispiel betrachten wir die verbundene Summe von S' x $?
und dem reell-projektiven Raum RP3. In [2] wird gezeigt, dass S* x S? = L(0,1)
und RP? = L(2,1) gilt, wobei L(p,q) den Linsenraum mit Koeffizienten p € Z und
q € N bezeichnet. Wir haben in [5] gesehen, dass dann ein planares Heegaard-Diagramm
der verbundenen Summe S' x S?#RP?3 durch Ubereinanderschreiben der planaren
Heegaard-Diagramme der beiden Faktoren wie in Abbildung 5 gegeben ist.

Abbildung 5: Eine reduzierende Sphire in einer Heegaard-Zerlegung von S' x S?#RP3
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Im Diagramm sind die Ankleberegionen der 1-Henkel (schwarz) und die Anklebe-
sphéren der 2-Henkel (braun) dargestellt. Der Durchschnitt der durch die verbundene
Summe definierten reduzierenden Sphére S mit der Heegaard-Fliache ¥ ist in Abbildung
5 rot angedeutet.

Im Beweis von Satz 19 werden wir sehen, dass die reduzierende Sphére S isotop
ist zu einer Heegaard-reduzierenden Sphéare S’ und wir erhalten umgekehrt planare
Heegaard-Diagramme der Faktoren aus dem Diagramm von S' x S2#RP3.

2. Das Lemma von Haken

In diesem Abschnitt nutzen wir die bisherigen Vorbereitungen, um Hakens Lemma zu
formulieren und zu beweisen. Der urspriingliche Beweis von Haken findet sich in [3], in
dieser Arbeit folgen wir den Darstellungen in [1] und [4].

Satz 19 (Lemma von Haken). Sei M eine reduzible, geschlossene und orientierbare
3-Mannigfaltigkeit. Dann ist jede Heegaard-Zerlegung von M reduzibel.

Beweis. Sei % Heegaard-Fliache einer Heegaard-Zerlegung M = H; U He. Da M re-
duzibel ist, gibt es eine reduzierende Sphére, die wir mit einer Isotopie so einrichten
konnen, dass sie die Heegaard-Flache transversal schneidet. Sei S eine solche reduzie-
rende Sphére, so dass die Anzahl der Komponenten von S N ¥ minimal ist.

Wenn wir zeigen kénnen, dass dieser Durchschnitt genau eine Komponente besitzt,
ist SN eine nicht-triviale, einfach geschlossene Kurve auf ¥, die in den Henkelkérpern
H; eine nicht-triviale, eigentliche Scheibe berandet. Dann ist aber S eine Heegaard-
reduzierende Sphére und liefert folglich die Behauptung. Wir wollen also die Anzahl
der Komponenten von S N 3 bestimmen.

Dazu weisen wir zunéchst nach, dass diese positiv ist: Man kann zeigen, dass Hen-
kelkorper irreduzibel sind. Gegeben dieses Resultat, muss die reduzierende Sphére S
die Heegaard-Flache schneiden, das heift, es gilt 3 # (.

Als Néachstes zeigen wir, dass S N Y zusammenhéngend ist: Da S so gewéhlt ist,
dass die Anzahl der Komponenten des Durchschnitts von S und der Heegaard-Fléche
minimal ist, sind die Durchschnitte S; = S N H; inkomprimierbar, denn andernfalls
wiirde eine Kompression von .S; eine reduzierende Sphére in M liefern, die die Heegaard-
Fléche weniger oft schneidet.

Sei F' (in Abbildung 6 griin) eine Komponente von S;. Dann ist F' eine planare
Fliche, das heiBt, F ist eine Fliche, die eine Einbettung in die Ebene R? besitzt.

O - O

Abbildung 6: Randkompressionen von S im Beweis von Satz 19
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Sei weiterhin £ = {D} eine maximale Menge disjunkter, die Heegaard-Flidche ¥ in
H; komprimierender Scheiben D (in Abbildung 6 blau). Durch eine Isotopie kénnen wir
einrichten, dass F' jede der Scheiben D € E in einem in F' nicht-trivialen, eigentlichen
Bogen schneidet, das heifit, dass {K N D}pecp eine Menge disjunkter, nicht-trivialer
eigentlicher Bogen (in Abbildung 6 rot) in F' ist. Mittels Randkompressionen tiber die
Scheiben D an jedem der Bogen erhalten wir eine Fliache F’, deren Komponenten jeweils
in einem Ball von H; — UpcpD enthalten sind.

Da F eine Komponente der inkomprimierbaren Fléache S; und damit selbst inkompri-
mierbar ist, ist nach Bemerkung 12 auch die aus F' durch Randkompression entstehende
Fliache F’ inkomprimierbar. Folglich ist jede Komponente von F” eine inkomprimierba-
re, eigentlich in einen Ball eingebettete, planare Fliche, also eine Scheibe.

Randkompression von F entlang der beschriebenen Bogen liefert also eine Flache FY,
bestehend aus Scheiben. Diese Randkompressionen der Komponenten von S; = .S N H;
entsprechen einer Isotopie der gesamten Sphére .S, wie in Abbildung 7 veranschaulicht
ist.

Abbildung 7: Isotopie der reduzierenden Sphére im Beweis von Satz 19

In der Abbildung ist die Heegaard-Fléche durch die Tafelebene gegeben. Randkom-
pression von F' bedeutet Aufschneiden ldngs eines Bogens « (in Abbildung 7 rot) und
Einkleben zweier paralleler, disjunkter Kopien der Scheibe D € E (in Abbildung 7
blau). Dies entspricht einer Isotopie von S, indem wir den Bogen « tiber die Scheibe in
den komplementéiren Henkelkérper driicken.

Sei nun A C {F N D}pep eine minimale Familie von Bogen «a, so dass Randkom-
pression iiber diese Bogen eine Fliche F”, bestehend aus Scheiben, liefert. Aufschneiden
entlang o € A in jedem Schritt der Randkompression von F' zu F’ erhoht jeweils die
Anzahl der Randkomponenten b um eins, falls o nur eine Randkomponente schneidet
(wie in Beispiel 11) und reduziert die Anzahl der Randkomponenten um eins, falls o
zwei Randkomponenten schneidet (wie in Abbildung 6).

Wir zeigen mittels vollstdndiger Induktion iiber die Anzahl b der Randkomponenten
planarer Flichen, dass die Anzahl der Randkompressionen, die b reduzieren, strikt
grofer ist als die Anzahl der Randkompressionen, die eine zusétzliche Randkomponente
liefern, das heifit, wir erhalten o’ < b, wenn b’ die Anzahl der Randkomponenten von
F’ bezeichnet:

Die einzige planare Fliache, die nur eine Randkomponente besitzt ist eine Scheibe.
Den Fall b = 1 brauchen wir also nicht zu betrachten. Die einzige planare Fléiche
mit zwei Randkomponenten ist der Annulus, in dem Aufschneiden entlang jedes nicht-
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trivialen Bogens eine Scheibe liefert, also eine Flache mit nur einer Randkomponente.
Fiir den Induktionsschritt betrachten wir eine Randkompression entlang eines Bo-
gens « in einer Flache F' mit b > 2 Randkomponenten, die eben diese erhéht. Durch
eine solche Randkompression erhalten wir eine Flache F” mit " = b + 1, bestehend
aus zwei Komponenten F{' und Fy/, fur die v = b + b gilt, wobei b die Anzahl der
Randkomponenten von F}” bezeichnet. Da « ein nicht-trivialer Bogen ist, das heiit kei-
ne Scheibe berandet, gilt auBerdem b > 1 fiir ¢ = 1,2, und damit folglich auch b < b
fir ¢ = 1, 2. Nach Induktionsvoraussetzung gilt dann die zu beweisende Aussage fur die
Flachen F{’ und Fy, das heifit, die Anzahl der Randkompressionen, die b} erhdhen, ist
strikt kleiner als die derer, die b/ reduzieren. Fiir die Anzahl der Randkomponenten ¥,
die nach allen Randkompressionen entlang der Bégen in A {ibrig bleiben, gilt dann

V<V — 146 1= —-2=b—1.

Falls die erste Randkompression von F' entlang o schon die Anzahl der Randkom-
ponenten verringert hat, gilt analog

V<b' —1=b-2.

Wir haben also gezeigt, dass wir durch eine Isotopie von S eine reduzierende Sphére
S’ erhalten, so dass die Anzahl der Komponenten des Durchschnitts von S’ und der
Heegaard-Fléche ¥ kleiner ist als die Anzahl der Komponenten von S N X. Dies steht
im Widerspruch zur Wahl von S als die Sphére fiir die diese Zahl minimal ist. Folglich
ist jede Komponente von S; = S N H; eine Scheibe.

Damit ist aber S eine Vereinigung von Sphéren, wobei jede Komponente durch
Verkleben einer Komponente von jeweils S7 und Ss entsteht.

Da S eine Sphére ist, besteht also S NY aus genau einer Komponente und berandet
in den Henkelkérpern H; der Heegaard-Zerlegung von M jeweils eine Scheibe. O

Bemerkung 20. Im Beweis von Satz 19 haben wir gesehen, dass, fir eine gegebene
Heegaard-Zerlegung der Mannigfaltigkeit M, eine reduzierende Sphére S in M isotop
ist zu einer Heegaard-reduzierenden Sphére S’. Dazu verringern wir durch Isotopien,
die den beschriebenen Randkompressionen entsprechen, die Anzahl der Komponenten
des Durchschnitts der reduzierenden Sphére und der Heegaard-Fléache hinreichend oft,
so dass sie minimal ist.

3. Anwendungen

Schliellich wollen wir in diesem letzten Abschnitt die bisherigen Resultate verwenden,
um Anwendungen zu diskutieren. Die Darstellungen orientieren sich dabei an [5].

3.1. Additivitat des Heegaard-Geschlechts

Definition 21. Sei M eine geschlossene, orientierbare und zusammenhéngende 3-
Mannigfaltigkeit. Wir definieren das Heegaard-Geschlecht g(M) von M als das Mi-
nimum der Geschlechter aller Heegaard-Zerlegungen von M.
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Wie schon in Beispiel 18 erwédhnt, wird in [5] gezeigt, dass ein planares Heegaard-
Diagramm der verbundenen Summe M;# My zweier geschlossener, orientierbarer 3-
Mannigfaltigkeiten M; und My gegeben ist durch Nebeneinanderschreiben planarer
Heegaard-Diagramme von M; und Ms. Folglich erhélt man sofort ein Diagramm ei-
ner Heegaard-Zerlegung vom Geschlecht g(My) + g(Ms) von My# M, und somit die
Abschétzung g(Mi#Ms2) < g(My) + g(Msz). Wir wollen nun mithilfe des Lemmas von
Haken zeigen, dass sogar die Gleichheit gilt.

Korollar 22. Seien My und My geschlossene, orientierbare und zusammenhdngende
3-Mannigfaltigkeiten. Dann gilt

g(My#My) = g(My) + g(Ma).

Beweis. Es bleibt zu zeigen, dass auch g(M1#Ms) > g(My)+g(Ms) gilt. Falls M; = S3
oder My = S3 gilt, folgt die Aussage sofort.

Ist kein Summand trivial, so ist M = Mj#M> eine reduzible, geschlossene und
orientierbare 3-Mannigfaltigkeit. Nach Hakens Lemma ist also auch jede Heegaard-
Zerlegung von M reduzibel.

Insbesondere ist die durch die Zerlegung M = Mi#M, gegebene Sphére S ei-
ne reduzierende Sphére. Nach Bemerkung 20 erhalten wir folglich eine zu S isotope
Heegaard-reduzierende Sphére S’ in M, die die Zerlegung M = Mj# M, liefert und
Heegaard-Zerlegungen von M; und Ms vom Geschlecht g1 und ¢o induziert, so dass
g1 + g2 = g gilt, wobei g das Geschlecht der Heegaard-Zerlegung von M bezeichnet.
Wiéhlen wir eine Heegaard-Zerlegung vom Geschlecht g(M ), erhalten wir

g(M) =g = g1+ g2 > g(My) + g(M>).

3.2. Primfaktorzerlegung

Korollar 23. Sei M eine geschlossene, orientierbare 3-Mannigfaltigkeit. Dann gibt es
eine Primfaktorzerlequng M = My# ... # M, wobei fir die Anzahl n der Faktoren der
Zerlegung n < g(M) gilt.

Beweis. Ist M bereits prim, ist nichts zu zeigen. Ist die Mannigfaltigkeit nicht prim,
ist sie insbesondere nicht irreduzibel, das heifit reduzibel.

Sei eine Heegaard-Zerlegung von M von minimalem Geschlecht g(M) gegeben.
Nach Hakens Lemma gibt es eine Heegaard-reduzierende Sphére .S fir diese Heegaard-
Zerlegung, das heift, es gibt eine Zerlegung M = M;# M>, so dass fiir das Geschlecht
g; der induzierten Heegaard-Zerlegung von M; die Gleichung g(M) = g1 + go gilt. Falls
M und Ms prim sind, haben wir eine Primfaktorzerlegung von M gefunden. Andern-
falls iterieren wir diesen Prozess. Da die 3-Sphére die einzige 3-Mannigfaltigkeit mit
Heegaard-Geschlecht 0 ist, ist die Anzahl der Summanden beschrankt durch g(M) und
wir erhalten nach endlich vielen Iterationen eine Primfaktorzerlegung von M. O

Man kann zeigen, dass die Primfaktorzerlegung einer geschlossenen, orientierbaren
3-Mannigfaltigkeit, bis auf Sortierung, eindeutig ist. Beweise dazu finden sich beispiels-
weise in [1] und [1].
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